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1. Reelle Funktionen

1.0 Normale Funktionen

Eine Funktion sieht typischerweise so aus:
f:R—>R

Damit ist eine Abbildungsvorschrift gemeint, welche eindeutig die Wertemenge mit der
Ergebnismenge verbindet. Allen Elementen aus der Wertemenge wird genau ein Element aus
der Ergebnismenge (Abbildungsmenge) zugeordnet. Dabei konnen mehrere Elemente aus der
Wertemenge den gleichen Partner aus der Ergebnismenge haben, nicht jedoch umgekehrt.

Zahlensysteme:

natiirliche Zahlen ganze Zahlen rationale Zahlen reelle Zahlen
N c Z c Q c R

(12,3} -1,0,1} (m/k; mkeZ, k=0} {2 ,r}

Beispiel: f(x)=x* x— x° ; xeR

Dies ist eine Zuordnungsvorschrift, welche eindeutig ist. Aus der Wertemenge wird
eine genaue Zuordnung zur Bildmenge vorgenommen.

fx)=Jx £ RU0}> R'UO}
g(x)=-vJx  gR'U{0}>RU{0}

Alle Maschinenzahlen sind rational, da der Rechner die reellen (bzw. irrationalen)
Zahlen nicht genau darstellen kann.
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1.1 Polynome; ganze rationale Funktionen

f: R—>R
mit der Bauart

f(X)=anx" + an X" + a,0x" + ..+ apx’ +ax + ag a, € R,neN

Horner Schema:

fx)y=ax"+a, x"" +a, ,x"" +..+a,x’ +a,x+a,

=((.((a,x+a, Jx+a,,)x+..+a,)x+a)x+a,

Verwendung findet das Horner-Schema bei den Informatikern zur Darstellung von
Zahlensystemen. In der Programmierung ist das Horner-Schema einfach zur
Berechnung von Zahlenbasen zu verwenden, wogegen die Exponentendarstellung
einen wesentlich komplizierteren Algorithmus voraussetzen wiirde.

Polynome sind stetige Funktionen, deren Grad durch das n bestimmt wird.

n=0 : f(x)=ap
n=1 f(x)=a;x+agp (Geradengleichung, a; = Steigung
ap = Ordinatenabschnitt)
o fix
f(x)) - f(x0)
i N ] al = = tan @
)e/_ X] - X0
X X| Nullstellen bei f(x)=0 => a;+ay=0
a0
=>x =-—— ;fiir ;20
a)
=2 f(x)= 32X2 +a;x +ay (Parabel; Normalparabel fiir a,=1, a;= ay=0)

a;>0 oben offen
a,<0 unten offen
Nullstellen werden durch die pg-Formel ermittelt:

x mit a,x* +a,x+a, =0

a a
=x7+1Lx+-2=0
a, a,

2 . a
Sx +px+g=0 mitp=— ;q9q=—
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Quadratische Ergiinzung ergibt:

(o) o8] o= ()

2
:x%z—gi (%) —q

f(x)= a3X3 + a2x2 +a1x + ag

Funktionen 3. Grades haben mindestens eine Nullstelle, da sie immer aus
negativ unendlich kommen und zu positiv unendlich gehen, bzw. umgekehrt.
Dabei wird dann die Abszisse stets mindestens einmal geschnitten. Ansonsten
sind Analytische Bemiihungen bei Funktionen dritten Grades nahe an der
Sinnlosigkeit. Das Berechnen der Nullstellen erweist sich durch die
notwendige Polynomdivision als schwieriges unterfangen, so da3 man meistens

Néherungslosungen verwendet.
Polynome mit noch héheren Graden berechnet man dann nur noch mit

Néherungsverfahren.

1.2 gebrochen Rationale Funktionen

f(x)
q(x)=—— ;mit g(x)#0 ;f,g sind Polynome
g(x)
Beispiel : 1
— flrallex#0
f(x) = X
4711 firx=0

Dies ist durchaus eine Funktion mit

f: R>R
Die Polynomdivision
4
(x*+ x-2): (x-2)= x+3+
- (x*-2x) xX=2
3x-2
- (3x-6)
4
limx+3+ = x+3, da x-2 im Nenner so grof3 wird, daf der gesamte Bruch
. x=2 vernachléssigbar wird. (Ergebnis siehe auch Kopie!)
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1.3 Exponentialfunktionen

f(x)=a" ; a>0; xeR
f: R>R

Beispiel einer ,, beriihmten Exponentialfunktion :
f(x)=¢"; e~2,7182818

Potenzregeln :

VYa fiir x e N (wobei das ganze auch fiir andere x funktioniert, dann
schreibt man aber keine Wurzel mehr!)

1.4 Die Logarithmusfunktion
a*=b ;a>1 ;b>0 a ist die Basis
Man sagt : ,.x ist logarithmus von b zur Basis a*
Schreibweise : x = log,b
Wichtige Basen: a=10 ;lg  (dekadischer Logarithmus)
a=e¢ ;In  (natilirlicher Logarithmus; logarithmus naturalis)

a=2 ;1d  (dualer Logarithmus; logarithmus dualis)

allgemein kann man aber den Logarithmus folgendermafen zu jeder Basis ausrechnen:

Umrechnungsregel:
|
log b og. b _ Inb _ lgb
log.a Ina lga
Regeln: log, (x-y)=log, x+log, y

10&;(1) =log,x—log, y
y

log, x” =y-log, x
log,a=1 ;daa' =a
log,1=0 ;da a’ =1

loga(lJ =log,1-log,y =-log,y
y
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1.5 Wurzelfunktionen

Wurzelfunktionen sind immer vom Typ:
1

f)=x"=4x ineN
zB.  f(x)=¥x
f:R—>R

Dabei kann die Wurzel auch negative Zahlen verarbeiten :

fx) =427 =-3
f)=3x=>f:R"U{0} >R
Die Wurzelfunktion ist auf die Einschrdnkung im negativen Bereich angewiesen, da es

sonst eine Relation wére. Leider ist die Zeichnung nicht sehr gliicklich, aber
verdeutlicht die Tatsache.

Da Wurzelfunktionen auch durch Potenzen darstellbar sind, nun ein paar Worte zu den
Potenzfunktionen :

1.6 Potenzfunktionen

1\* k
f(x)z(x”} =x " ;nke N
_k 1
SxX)=x"=—
o
oder allgemein: f(x)=x" ;ae R, x>0

Daniel Becker ~Fhwi82be



6 C\WINDOWS\TEMP\maoert.doc

1.7 Umkehrfunktionen

Die Umkehrfunktion beruht auf der Tatsache, dal man x und y vertauscht, die Achsen
graphisch spiegelt oder aber mathematisch an die Sache herangeht.

x— f(x) ist eine normale Abbildung
() —>x ist die Umkehrabbildung

Bei der Geradengleichung 148t sich dieser Umstand am besten Zeigen:

Z.B. f(x)=3x-6=y
&3x=y+6
ox=242

3

Umkehrfunktion: = y = g +2= ()

Beispiel fiir x=2:

x=2= f(x)=0= £ (0)=2

Wenn man nun die Umkehrfunktion auf die Ursprungsfunktion anwendet, miif3te x
iibrigbleiben:

bf%f@D=f”6x—®=3ﬁ;6+2=3Q;2)

+2=x-2+2=x

Da bei Geradengleichungen das Finden der Umkehrfunktion eigentlich keine
Probleme darstellt, hier ein paar Beispiele, wo das nicht so ist.

Beispiel 2:
f(x)=x ;/ =R"U{0} > R Dieser Punkt ist sehr wichtig, da
Fl(x)=42 sonst die Umkehrfunktion eine
Relation wére!
Weiter Beispiele:
fx)=¢e
[ =Inx

' (f(x))=lne* =x-Ine=x
SO ) = e =x
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2.0 Folgen, Reihen, Grenzwerte
2.1 Folgen

Def.: Eine unendliche Folge reeler Zahlen besteht aus den Werten einer Funktion
f:N—>R,
die die natiirlichen Zahlen auf die reellen Zahlen abbildet.

f(l) = al,f(2) =da,,...

kiirzer: a,,a,,a;,a,,...=<a, >

zB. 1,2,34)5,..n steigend
2,4,6,8,10,....2n steigend
1,%,%,%,...,% fallend
1,-1,1,-1,1,-1,...,(=1)"" nicht monoton
2,3,5,7,11,13,17,19,23,... steigend

Def.: Eine Folge heillt monoton steigend (fallend) genau dann, wenn a; < az; (bzw. ax> ax)
furalle k e N

Def.: Eine Folge < a, > hei3t nach unten (oben) beschrinkt, genau dann, wenn eine
Schranke S € R existiert, mit $ <a,(S >a,) fiirallen e N

2.2.1 Arithmetische Folge

< a, > ist eine arithmetische Folge genau dann, wenn
a,,—a,=d ;furalle ne N

zB. 13579,1113,.. d=2
YO P R
2" 2 2 2

Bildungsgesetz: a,=a, +(n-1)d
Beispiel: 10.000, 9.500, 9.000....,500,0 d=-500 endliche Folge

fi{l..,n} > R
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2.2.2 Geometrische Folge

Beispiel einer Geometrischen Folge :

L,9,9°,9°,q" ...

Oder allgemein :
3

hier:q:a—q2
a aq

n

an+1

2 3 n . : —
a,aq,aq”,aq ,...,aq",... ; wobel g =

z.B. 10000,10000-1.03,1000-1.03%,1000-1.03°,...,1000-1.03",... wobei g =1.03
oder ,,Der Pfennig zu Christi Geburt™ :

0.01,0.01-1.03,0.01-1.03%,...,0.01-1.03"" = 4,454253815-10%

Frage: ,, Wann verdoppelt sich ein Betrag bei 7% Zinsen? **

k,k-1.07,k-1.08%,....k-1.08"

k-1.07" =2k ist gesucht. Man erkennt jetzt schon, dal das & nicht von Bedeutung ist
=1.07"=2

< Inl1.07" =1n2

< nlnl.07=1n2

p= 2 10244 Jahre

In1.07

Umgekehrte Fragestellung :

»Wieviel Geld muB ich anlegen, damit in 10 Jahren bei 5% Zinsen 10.000,-- DM
vorhanden sind*

k-1.05" =10.000

k=00 613013
1.05

Grenzwerte:

z.B. : ¥)=1, ,...,l ,Hlauft gegen 0, fallt monoton, liegt in den Schranken: 1> *) > 0
n

1
'3

N | =

Def.: Seice € R; €>0; dann heil}t ein Intervall U(e,a) um einen Punkt aeR eine &-
Umgebung von a genau dann, wenn :

U(e;a)z]a—g;a+e[
:{xeR;a—8<x<a+g}

0

la—x<e

0

x—a|<e

[a —x = —(x — a) durch Betrag daher gleich]
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zB. U1.3;7)= ]5.7;8.3[ = {x eRS5T<x< 8.3}= e-Umgebung
U0.1,-3) = |-3.1;-2.9[ = {e Ri-3.1< x < -2.9}

Beispiel:

<3 + =D > firne N

n

Welche Folgenglieder liegen in U(0.05;3)
a, =2;a, =3.5;a, =2.66;...; a,, =3.05; a,, =2.95

Ab n>20 liegen die Folgenmitglieder endlich in dem Intervall von ¢ da:

la, —a|<e= 3+ 5D 3 <005
n
<:>( )’ <0.05
n

oL <005 [ n+0.05(!)
n

sSn>——=20
0.05

Das funktioniert aber nicht mehr mit U(0.05;3.1):

000531 =p+ " 5 <g@‘—0.1+ﬂ <e
n n
zB. &0.01: ‘o.1+ (=D <0.01
n
. (1)
fiir grofe n geht 0.1+ gegen 0.1
n

Def.: Einge Folge <a,> hat einen Grenzwert, wenn fiir jedes £> 0 (¢ kann beliebig klein
werden) ein ny € N existiert, so daB} fiir alle n > n gilt:

la,—gl<e o lg-sg+el=g-c<a,<g+e

Beispiel:
11 1
L—,—,,— =0 :n>0
27377 &
gesucht n: -O<ees— ! <eesn> l fir &=0.01=n7=100
n n g

fiir &20.002=n¢=500

Def.: FEine Folge, die einen Grenzwert hat, hei3t konvergent
Eine Folge, die keinen Grenzwert hat, heil3t divergent
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Schreibweise fiir g ist Grenzwert von <@,>=> lima, = g

n—0

z.B. liml =0

}'l*)wn
Zu zeigen:
ntl ;neN:g:l
2n—-1 2
= ntl 1 <& fiir hinreichend grofie n (n>ny)
2n—-1 2
2n+2-2n+]| 3
< < <&
| 4n-2 | 4n-2
3
dan>0: <&
4n -2
3 3 E+2
S T<dn-2 & Z+2<4n & £ —<n
£ £
3 2 1 3
S —+—<n=>n>—+—
4e 4 2 4e
’ 1 3
fiir z.B. e=00l=>n>—+—-=755=n,=75
2 0.04
e=001=n >l+ =75000.5 = n, = 75000
2 0.00004

Ein Beispiel:
zeigen Sie, dafl <q"> fiir |q| <1 den Grenzwert 0 hat.

q"|<¢e firn>n, ;q=#0 (wiresonst witzlos)

q"—0\=

elg <e
< nlnlg|<Ine

c:>n>1n—(9 da 0<¢g<1 ist 1n|q|<0

1n|q|

fiir kleine ¢ist In € auch negativ = lln_|g| >0
nig

Ing .
=n, = n>n,, was auch gezeigt werden sollte.

tnlg]
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Und noch eines:

_4n+6

n

; Vermutung: g =4
n

Zu zeigen nun:

an—4|<g Vn>n,

4n+6
= -4<e
n
4n+6—4n
S |l—<e
n
S |—<e n>0
n
=>n>— —=n,=n>n, , wasauch zu zeigen war!
£ £

z.B.£=0,01=n, =600 alle a, fiir n > 600 liegen in der Grenze

Weiteres Beispiel:

3
a,=2-— ;g=2
n in g
3
z.2. ‘2———2 <& Vn>n,
4n
3
oS —<¢ dan>0
4n
3
sSn>—
de

Also passt der geratene Grenzwert, da sich alle n > 4i fiir ein beliebiges £ um genau diesen
&

Grenzwert tummeln und kein Wert fiir ein a, mit n > n, wieder dort ausbricht. Alle Werte

bleiben in dem Bereich ]2 —£;2 + &[ gefangen.

Ein letzes Beispiel:

10—-n+n
— <
n

10
E & —<& = n>—
n &

+1

<8<Z>‘

Erklarungen s.o.

Def.: Eine Folge <a,>mit lim < a, >=0 heif}t Nullfolge. Hat eine Folge <a,> den

n—>x0

Grenzwert g, so ist <a,-g> eine Nullfolge.
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Grenzwertsdtze fiir Folgen:

<a,>mitlima, =aund <b, >mit limb, =b

n—>o0 n—>o0

<a, b, >hat den Grenzwert a + b

2. <a, -b, > hat den Grenzwert a -b
3. <2 > hat den Grenzwert% mit b # 0,b, #0
Beispiele:
a =7-2 lima, =7 p =0 iy 4
n n—0 n n—ow

o b o7 2 An+6_ dn-6-2
n n n
= lima, -b, =7-4=3

n—0

7_2
% - s fim 2 _7
b, 4n+6 ~no=p 4
n
lim(l+§+4n_9+12j:0+0+2+0:2
oo\ poop 2n n
9 9
4-7 4-7
NR: 220 n lim2 = 0= lim—" =2=9 _5
2n 2 n—w g ) 2

Def.: Jede monotone und beschrinkte Folge hat einen Grenzwert.

2.2 Reihen:

Endliche Reihe:

n
a+a,+a;+..+a, =Y a
i=1

Unendliche Reihe:

0 n
a, +a,+a,+..+a,+..= Za[ = hmZa[
i=1 i=1

Endliche arithmetische Reihe:

n
Zai ;a,,—a,=d Vi
i=1
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z.B.:

1+2+3+...+n:2i

i=1

=g@+ﬂ

Merke: Z”:a =n-a

i=1

oder die n-te Partialsumme: Zn:(a +(i-1)d)= g(Za +nd)= g(al +a,)

1+100 =101

3+98 =101...

Beispiele fiir Reihen:

2499 =101 ¢=n+1davon 50 zsmck:f(ml)

2+4+6+...+2n:Z2i:g(2n+2):n(n+1):n2 +n

i=1

1+3+5+...+2n—1:z2n—1:g(l+2n—l)=n2

i=1

=1 j=1

Die unendliche arithmetische Reihe

n_k
{ZZ% =, Ay, Ay Ay Ay, +ay, +...+a”kj

Def.: Eine unendliche Reihe ist konvergent (divergent), wenn die Folge ihrer

Partialsummen s, konvergent (divergent) sind.

Beispiel:

1. Zai =a,+a,+a,+..+a,+..
i=1

Partialsummen:
s, =a,
s, =a, +a,

sy =a, ta, +a,
14

S, =D.a,=<s,>

i=i

2.1+l+l+l+...+i

211

Partialsummen:
s, =1 s, =15 s, =1,75
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Beispiel der Konvergenz:

> 1 1 1 1 1 1
Z =—t+—+—+—+..+ =1

npn+l) 2 6 12 20 n+n
Partialsummen:
1
SIZE
206
I 1 1
Sy =—+—+—
2 6 12
1 1 1 1
n =t =t +
2 6 1 n(n+1)
I 1 1 1 1 1 1
=l-—t+———F———+ . +——
2 2 3 3 4 n n+l
=1- !
n+1
> ! =lims, = lim1- Ly
nn+1) no= oo+
1 1 1

NR: =—— (Partialbruchzerlegung)
k(k+1) k k+1

Def.: Wenn eine Reihe konvergent ist, so ist die Folge der Summanden eine
Nullfolge!

Die geometrische Reihe:

Zn:aqi :azn:qi =a+aq+aq’ +..+aq" :a-(1+q+q2+...+q") ;q#1

i=0 i=0

Beweis:

n

q' =(1+q+q2 +...+q")-(q—_lJ

i=0 qg-1
_ q+q2+q3+”.+qn+qn+1_1_q_q2_q3_“._qn :qVH—l_l
q-1 q-1
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Die unendliche geometrische Reihe:

0 n+l n+l _
Zaqizlima-q 1:a-limq 1:a- ! =a- 1 fiir | <1
any n—»o0 q_l n—w q_l q_l l_q

Die unedliche geometrische Reihe ist nur fiir |q| <1 konvergent. Ansonsten

divergiert die Reihe.

Beispiele:

1) 1+—+l+—+ + 1 =L:l=2

2 4 8 2 1_1 1

2 2

2) 100+10+1+0,1+...+100-L:100- I _100_1000
10" 19 9

10 10

3)  09+099+0999+..+ autschl: ¢>1()

4) O,§=0,9+O,O9+...+0,9~L:O,9-;=0,9.i=0,9.m=2=1
10 i 9 9 9
10 10
S) 0372037400037+, 4037 —— =037 =937 _37
100" 19 9
100 100
2 - I I
6 —0,6) =1-0,64 0,6 +0,6° —..=— = — 0,625
) Z;‘( ) 1-(-06) 1,6
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3.0 Finanzmathematik

3.1 Einfache Verzinsung

z=ky-i-x
k, = Anfangskapital
i = Zinssatz in Prozent, z.B. 5% = i
100
)% — Zinsatz mit i = 2
100
X = Anteil an der Zinsperiode
zB.  k, =10.000 i=0,05[p =5] x= %

z=10.000-0,05 % =250

Das Endkapital k., berechnet sich wie folgt:

k,=ky+z=k,-(1+i-x)
ist x =1 (also die gesammte Zinsperiode), dann wird auch (1+1i) =g geschrieben
= k, = k,q , wenn die gesamte Zinsperiode angesetzt wird.

Deutsche Methode zur Berechnung der Laufzeit:

1 Jahr = @
360

1 Monat = 3—0
360

daraus folgt die Anzahl Tage bis zu einem bestimmten Datum :

t=30-(M -1)+T dabei ist M der aktuelle Monat, T ist der aktuelle Tag.
DOCH: T € {1,..,30}, also nie grofer, als 30!

Beispiel:
21.10.:¢£=30-(10~1)+21=30-9+21=270+21= 291
X = @ ~ (0,808 | absolut richtig : % =0,805
360 365

z.B. 10.000-0,05- 21 z = 404,17
360
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3.2 Zinses-Zins:

Zinsen werden am Ende eines Zinszeitraumes gezahlt und sofort wieder angelegt.

Kapital zu Begin : k,

Kapital nach 1 Jahr: ki =k, q

Kapital nach 2 Jahren: k,=k -q=k, q’
Kapital nach n Jahren k, =k, ,-q=k,-q"

Diese Folge muf3 nun noch etwas umgeformt werde, wenn man ausnahmsweise mal
was anderes ausrechnen will:

Umformungen:
ky=—"- (Abzinsen oder Diskontieren)
z.B. k, =10.000; ¢ =1,05; k, = M =7835,26
1,05
kn
" Ink —Ink
n=—ro - 0% 7 mitg>1,dai>0
Ing Ing

= k, =i=qg-1
q k, q

zB. n=12; k, =10.000; k, =5.000= ¢ = l,z/% =¥/2 ~1,05946

=1=0,05946 ~ 5,95%
Die sog. gemischte Verzinsung oder Sparbuchmethode:

Gebrochene Zinsperiode zu Beginn der Laufzeit von #; Tagen, dann Verzinsung iiber n
Jahre, dann erneut Verzinsung von ¢, Tagen am Ende der Laufzeit.

k, =k, -(1+i-%)(l+i)" -[1+i-;ﬁj

Start am 17.09.97. Laufzeit bis zum 30.08.2001.

Beispiel.:

=i=0,05 £ =103=360—(30-8+17) Kk, =1.000
n=3 t, =240 =30-7+30
=k, =1.000- 140,05.1% -(1,05) - 140,05. 230
360 360

= 1.000- (1,01430)- (1,157625)- (1,03)
~1,213,32 DM = 616,84 EU
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Unterjdhrige Verzinsung:

Der effektive Zinssatz P,y ist der Zinssatz, der bei jéhrlicher Zinszahlung zum
gleichen Ergebnis gefiihrt hitte, wie bei der periodischen Verzinsung.

Das Jahr wird bei einer periodischen Verzinsung in gleich lange Zinsperioden

unterteilt.

Beispiel: m=2 (halbjdhrliche Zahlungsweise)
m=4 (vierteljahrliche Zahlungsweise)
m=12 (monatliche Zahlungsweise)

Bei einem Jahreszins p ist der Periodenzinssatz p. = £
m

p ist der nominale Zinssatz

Doy :((1+£’bj —1]-100 (p=i(h)

m

P
_m_

=1+ —1]-100

100

z.B.:
p=8 m=2

=p,=(1+0,04) -1)-100~ 8,16

12
1
=p,,= ([1 +ﬁj —1]-100 ~ 8,29

Stetige Verzinsung (als Grenzwertbetrachtung):

k, =limk, ‘(1 + Lj =k, -¢' (Das ist schwehr zu zeigen, dennoch richtig)
m

m—>o0

8

miti =8% =k, =k, -e'™ =k, -e"" ~ k, -1,0832

m=360=k, =k, -[1+ 0,08
360

360
] ~ k, -1,0832

also scheint das ja zu stimmen...
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3.3 Zahlungsstrome

Ein Zahlungsstrom (4, ) ist eine endliche Folge von Zahlungen, die

1=0,1,2,...,n
zum zeitpunkt ¢ geleistet werden.

Z.B.:

Zahlungen: 10|O 20|0 80|O 30|0 40|() 70|0
I I I I I I

fo 141 15) 5 Iy ts

Der Barwert eines Zahlungsstromes

ko= Aq" das g, q=1+i soll abzinsen
t=0

Beispiel von eben mit 5% Zinsen:

k, =100+ 200-1,05" +800-1,05 +300-1,05° +400-1,05* +700-1,05
=2.152,80 DM

Das heifit:  Ob man sofort 2.152,80 DM fiir 5 Jahre zu 5% Zinsen anlegt, oder aber
diese Ratenzahlung vereinbart, ist egal.

Der Endwert eines Zahlungsstromes:

k, = ZA, -q"" =k, -q" (letzters stiitzt die Behauptung von oben!)
t=0

Wieder ein Beispiel:

k, =100-1,05° +200-1,05* +800-1,05" +300-1,05% +400-1,05' + 700
=2.152.80-1,05°
=2.747,58

Der Wert zum Zeitpunkt m:

k, = z A, -q"" , also bis m wird aufgezinst und danach wieder abgezinst.
=0

Wieder ein Beispiel fiir m=3.:

ky =100-1,05" +200-1,05> +800-1,05' +300+400-1,05™" +700-1,05~
= Barwert -1,05™
=2.492.14
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Aquivalenzprinzip

Zwei Zahlungsstrome (A4,) und (B,) sind dquivalent, wenn sie zu einem
beliebigen Zeitpunkt k den gleichen Wert haben.

z.B.:

t 0 1 2 3 4 5
A, 600 400 0 1000 0 1000
B, 400 400 400 600 600 600

p=5

ks, =600- 1,05° +400-1,05* +0+1000-1,05% +1000 = 3.354,47

t

ks, =400- 1,05° +400-1,05* +400-1,05° + 600-1,05% + 600-1,05" + 600 = 3.351,26

oder
t 0 1 2 3 4 5
4 500 500 500 500 500 500
B, 0 0 1000 0 1000 1000
p=>
ks =500-1,05"+500-1,05" +500-1,05° +500-1,05* +500-1,05' +500 = 3.400,96
ks, =1000-1,05" +1000-1,05+1000 = 3.207,63
Rentenrechnung

Jahrlich konstante Raten bei fester Laufzeit

Nachsiissige Renten:

Wird eine Rente » jahrlich nachschiissig gezahlt, so ist der Endwert R, bei
einem Zinssatz p nach n Jahren:

R =r-q" " +r-q" > +..+r-q+r
:r(q"_1 +q +...+q+l)
ist eine Geometrische Reihe, also
q" -1
. =

n—-2

; g>1
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Beispiel:

r=1000; Nachschiissig;
q=1,07
n=20

20
=R, = 1000-1’07—71 ~ 40.995

2

Soll die Rente aus einem Anfangskapital £y stammen, so ist der Endwert des Kapitals
kn

K, =K,-q"—R, (Ehrliche Menschen setzten K, =0, also K,-¢" =R, !)
Beispiel:

K,=50.000, p=6; N=10; £k, =0

r="7
qg-1
r:Rn- daKnZO
q" -1
R -1
=K, q"- qn
q" -1

0,06

=50.000-1,06" Togl ] = 679340

2

Zusammenfassung der Formeln fiir die nachschiissige Rente:

Endwert: R, =r g -1
qg-1
—n q" -1
Barwert: Ry=R,-q" =r—i—
q
q _1 qn+1 _qn
Rente: r=R, =R,
qﬂ _1 ql’l _1
R (g—-1
| ( L(g-1) lj
Laufzeit: n= "
Ing
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Vorschiissige Renten:

Vorschiissige Renten leiten sich aus den nachschiissigen Renten ab, da hier nur
einfach ein Jahr linger Verzinst wird:

n n+l

:r(q +q +...+q) [:rq(q"71+q"+...+l)]

n+l n+l n
et SRR S A’ B N C )
qg-—1 q-1 qg-1

Endwert: R/ =4 _l-q

qg-1
Do q" -1 q" -1
Barwert: Ry=R,-q" =r L4 =r—, P
(g-1)-q q"—q
_1 no_ n—1
Rente: r=R) ,,q+1 =R6%
9" —q q" -1
R'(g—1
| ( (g )Hj
Laufzeit: n= il
Ing
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was eine Gleichung 21. Grades ist und daher analytisch nicht 16sbar. Es gibt nur

23
Aufgabe 1
20 _
R, = l.OOOLIZO =11.469,92
0,06-1,06
Ry, =11.469,92 da R, = R, (4quivalenz!)
15 14
=>r'= 11.469,92~M ~1.114,13
Aufgabe 2
K,=300.000 n=10 p=5
10 9
r=300.000- 222 ~L05" 37 00130
1,057 -1
1 _ 10
r =300.000- M ~ 38.851,37
Aufgabe 3
r=5.000 n=20 R, =280.000
20 _
80.000 = 5.000- 1 1
(¢-1)g
P 16'q21 _16'q20 :qzo _1
&16-¢* -17-¢7° +1=0
Néherungslosungen fiir einen solchen Fall.
Aufgabe 4

Der Endwert R, der ersten Zahlung ist der Barwert R der zweiten Zahlung.

0
R, =1.000. =1
qg-1
10
K, =2.000--1—L
9" —q
0 10
=1.000- 41 =2.000. -4~
q-1 9 —q
PR S S | Sl=""-og¢"=2
g-1 "~ q"°(¢g-1) q"

= q="2~10718
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Mit ¢ =1,0718 :
10
R, = l.OOO-w ~13.947,66
0,0718

10
R,, =2.000- LO718” -1 ~ 27.895,31

2

RZO

07270 ~13.918,20

0 =

Das passt sogar fast. Der Rest beruht auf Rundungsfehlern.
Aufgabe 5

0,5-¢" =1=¢" =2=¢=N2~1,065= p=6,05
Aufgabe 8

K, =500.000-1,06° —10.000- 1,03 -1,06* —5.000-1,06* —10.000-1,06
——

:1+[0,06-%J
= 637.886,73

Aufeabe 1 (ndchstes Blatt)

11 1 1Y
§=2+—+—+—+...+
4 16 64 4

Aufgabe 3

limﬂzo ; ﬁir—n—\/;'\/;

n

= lim—=0

1
e [

\n
oder auch z.z.

< ¢ fiir hinreichend grol3e n

i Anen

— < <€-\/;C>1<\/;-8
n

n

1
Se>—=>n>—

noo &

€
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Aufgabe 4
0,ﬁ= 17 + 172 + 173 +...
100 100 100
17( 1 1 1 j
= 1+ t—t——
100 100 100 100
_17' 117 .L_17.100_£
100 l—ﬁ 100 % 100 99 2
Aufgabe 5

Grenzwert angenommen : g = 3

Cr o,

2n

1

2n

3+ <eg

f— <Eg€

1 1 1
S —<es—<2nes —<n
2n € 2¢e

mit € = 0,001 = n > 500

Aufgabe 6
p n—1 .
a,=7-09"+2~- firn>0,neN
3n+8

gesucht : lima,

n—oo

- 1)L 11
also:  1lim7-0,9" +lim2 —lim n-l (n ) no_
n—»00 n—»0 n—»o 3 4+ 8 (3n+8) 3+%

1
n

1

1-—
=0+2-lim—~*
n—)oo3+;
_o 142
3 3
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Unterhihrige Raten:

Es sollen m Rentenzahlungen pro Zinsperiode (ein Jahr) erfolgen.

wNachschiissiges“ Problem:

Durch welche nachschiissige Jahresrate R, konnen die unterjédhrigen Raten bei
linearer Betrachtungsweise ersetzt werden.

R, :r+r-(1+i-ij+r-[l+i-£j+...+r-(l+i-m_2j+r-[1+i-m_lj
m m m m

=m.r+”7"(1+z+...+(m_z)+(m_1))

r-i m—1
:m.r+_.—.m
m 2

:r.(m+§(m_1)]

Beispiel:
r=100; i=6%; m=12

R, =12-100+0,03-11-100
=1.200+33=1.233

» Vorschiissiges* Problem:

R, :r-(1+i)+r-(1+im_1j+r-(1+im_2j+...+r-£1+ilj
m m m

et T (= 1)+ (m=2)+..+1)

Beispiel:

Fiir einen vermdgenswirksamen Sparvertrag werden 6 Jahre lang 52 DM am
Monatsende eingezahlt. Der Zins betragt 4%.
Na denn:

R =52.124 294

-11-52 =635,44
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Diesen Wert interpretiert die Bank nun als jahrliche Rate, welche iiber 6 Jahre
angelegt wird. Eine monatliche Anlage {iber 72 Monate ist nicht die Taktik der
Bank, da man dann schlieB3lich bereits Zinses-Zins Effekte zwischen den
Monaten erhilt, die aber nur am Ende des Jahres akkzeptiert werden.

1,04° -1

K, = 63544

~ 4.214,86

2

Nun wollen wir aber mal sehen, was passieren wiirde, wenn wir folgende
keinesfalls abwegige Strategie vergfolgen wiirden :

) 7 —72_
K—6:52_(1+(o,04712)) 1_52.!1,003}_ L. 422357

0,04 +12 0,003
Der Unterschied ist zwar nicht gewaltig, aber existent!

Aufgabe 6:
R, =5- (360 20 -(359)j =5-367,18 =1.835,90
30
K, =1.835,90- % =102.966,34

2

Ewige Rente:
Wir kein Endtermin vereinbart, so handelt es sich um eine ewige Rente.
Man kann bei einer ewigen Rente zwar keinen Endwert ausrechnen, wohl aber

einen Barwert:

Barwert der ewigen Rente:

Die monatliche Rate der ewigen Rente sind also die Zinsen, die es fiir das
eingesetzte Kapital jahrlich gibt. Wer hétte das gedacht?!
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Beispiel:

K, =100.000 i=5% = r=5.000

Vorschiissige ewige Rente:

q
q-1

Ky=K,-q=r-

Tiloungsrechnung:

Problem: Eine Schuld S soll in jéhrlichen konstanten Betrigen
(Annuitdten) nachschiissig getilgt werden.

Dabei sind :

A=T,+Z, ; ke N=123,. Jahre

T : Tilgungsanteil

Z : Zinsanteil

A=S -%_11); n ist die Laufzeit

q —
<> S = A .q—_ln
(g-1)-¢q
Beispiel.:
S=200.000; i=6%; n=20
1,06* -0,06

~17.436,91

20

, -

= 4=200.000- "

Restschuld nach k Jahren:

k
S =Sqt-ad g _4iz -5 T,

qg-1
Beispiel.:
k=5 Rest von eben
5 1,06° —1
=S, =200.000-1,06" —17.436,91- =169.351,63
k Sk Zk Tk A
0 200.000 0 0 0
1 194.563,09 12.000 5.436,91 17.436,91
2 188.799.97 11.673,79 5.763,12 17.436,91
3 182.691,06 11.328,00 6.108,91 17.436,91
20 0
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Berechnung der Laufzeit:

S-q”:A~q -1
qg-1
@S_an_S.qn:A_qn_A
& q"(Sqg-S—A4)=-4

< q” 4
1 (S+A4-5q)
Ing

Beispiel:

§=100.000; 4=10.000; i=6%=q=1.06

In 10.000
100.000+10.000—(100.0001,06) 16 Jahre

In1,06

Problem:

Bei Auszahlung ist ein Disagio D fallig. Wie grof ist die effektive Verzinsung?

P ..k, A ist festgelegt.

Sy =8, — D (wird ausbezahlt)
S, 1st zu verzinsen.

k
Ansatz fir den effektiven Zins: ZA G + S, ~q;ﬁ’f. =S,=8,-D
t=1

)
= ZA-q;]}-+Sk~q;;+D:S0
t=1

k
-1
:Sk:SO.qil;om_AC;’mm 1
ef

Diese Funktion ist nur noch mit numerischen Techniken, nicht aber mit analytischen
Techniken zu 16sen (Ndherungsverfahren).

z.B.
S, =100.000 D=5.000 i, =5% n=>5]Jahre

n

Tilgung =1%
A = Zins + Tilgung = 5.000 +1.000 = 6.000

5 —
S, =100.000-1,05° —6.000 LOS =1 _ 94.474,37 DM

2
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Aufgabe 7
a)
§=100.000 A4=9.000 T=1% p=8
A 9.000
tn (S+4-Sq) ™ 09.000 (100.000-1,08)
n=—orAzoq) PO RO D) 28,593 Jahre
Ing In1,08
b)

9.000

——— _~71885
(12+0,04-13)

9.000=r(m+é-(m+l)j =r(12+0,04-13) = r =

Weitere Aufeaben:

Ein Betrag von 24.000 wird Zinseszinslich in einem Sparbrief investiert. Nach 12
Jahren werden 50.000 ausbezahlt.

a) Wie hoch ist der Jahreszins

b) wie hoch ist der jeweilige Jahreszins, wenn der Zins in den Jahren 1-6 um 2% unter
dem der Jahre 7-12 liegt.

a)  24.000-¢'> =50.000 = g = 1,063

b)
24.000-¢° (g +0,02)° = 50.000

50.000 50.000
< q%(g+0,02)° = < glg+0,02)=¢
4(q ) 24.000 alg ) \ 24.000
50
< q +0,02g—§— =0
1 77\ 24

[50
=4, =001+ (0,01)* +¢ o5 = 1053

Ein Kapital KO ist anzulegen. Was ist glinstiger:

a) Anlage auf ein Sparbuch zu 9,75% tiber 5 Jahre

b) Anlage in 10,5% Anleihen mit Jahrescoupon mit 5 Jahriger Laufzeit. Die filligen
Zinsen werden zu 5% Zinsen auf ein Sparbuch gebracht.

a)
i=0,0975 n=S5
K, =K, 1,0975° =K, -1,5923
b)
i=0,105 i=0,05
5 —_—
K,=K,-0,105- Lo5” —1 +K,
0,05
5 —_—
K, -(0,105 L0 =1 1] ~1,5802

Das Sparbuch ist also etwas giinstiger.
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4.0 Integral und Differentialrechnung

4.0 Grenzwert von Funktionen
Grenzwert einer Funktion f{x) an der Stelle x=a € R.

Def.: Wenn fiir eine beliebige Folge <xt> aus dem Definitionsbereich einer Funktion f mit
limx, =a und x, # a die Folge der Funktionswerte (/(x)) den Grenzwert g hat, d.h.

k—0

lim f(x) =g, so ist g der Grenzwert der Funktion fan der Stelle a.
Schreibweise: lim f(x) = g

Beispiel:
f(x) = x> nun wollen wir die Stelle a = 2 begutachten:
Dazu nehmen wir die Folge an:
a)
1

X :2‘}‘%

b)
xfurx <1

f(X)={

x+1firx>1

xk:1+l—>1

= f(x,)=1+x, :2+%:]lcimf(xk):2

1
=l-——1
Vi A

1 )
= f() = :l_zjllggf(yk)zl

xfurx=0

f(x):{4711ﬁirx=0

= lim £ (x) = limx = 0

d)
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x —
Jx)=—
x—1
—lim L=
x>l x — 1
e)
1 1. .
f(x) =— = lim— gibt es nicht.
X x—0 x
f)
1) = x4 (x+2)(x—2)
x=2 x=2
f(2+0,001) = 4,001
f(2-0,001) =3,999
2 — —
lim = limM)(x + 2) =4
-2 x =2 x—2 =7
Def.: Sei die Folge (xn> eine beliebige Folge, fiir die gilt:
limx, =a und x, <a (x, > a), dann ist lim(f(x,))=g" Qim(f(xn ) = g*) der
linksseitige Grenzwert (der rechtseitige Grenzwert) von f'an der Stelle a.
g ist Grenzwert an der Stelle a <> g" =g =a
g = lim f(x)
Schreibweise: ~ * 7
g = lim, /()
Beispiele:
a)
1) x fir x <1
X) =
x+1fir x>1
lim f(x)=2=g" lim f(x)=1=g"
b)
f(x) =]
x1~l>1(,JI-30|x|:x1%1¥)r-}Ox:O:g g_g+ :g_
lim|x|= lim-x=0=g"
x—0-0 x—0-0
c)
a
fx)==
X
T S
XEI(;I;IO; xlj}ng}O X - 1 - g
lim M= lim X =-1=g
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d)
2
f(x)= 0
1+2+
£(0 001)—;~ 0
’ 1+1,07-10°°
2
-0,00)=——= _=~2
A ) 1+1,07-107%
lim 2 T =0 lim T
X—)0+01+2X x—>0701+2X

CA\WINDOWS\TEMP\maoert.doc

=2

Der Grenzwert einer Funktion f(x) fiir x — +o0. Eine Folge (x,) hat zwar keinen

Grenzwert, jedoch wachsen alle Folgenglieder iiber alle positiven oder negativen Schranken
hinaus. In diesem Fall kann die Folge der Funktionswerte dennoch einen Grenzwert g haben.

Beispiele:
1
f(x)=—
X
xk = k; k = 1,2,3,...
lim f(x,) = lim% =0
yk = —k, k = 1,2,3,...
lim /(7,) = lim—-=0
Schreibweise: lim f(x)=g
Beispiel:
1
xX)=2———
) =2
. . 1
lim f(x) = thZ -
X—>00 X0 2—x
2
S(x)= T
1+2*

lim f(x)=1= lim

J

=2= lim(Z—

X—>0

1
2—x
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4.1 Stetigkeit von Funktionen

Eine Funktion f'ist an der Stelle x stetig, wenn gilt
lim f(x); f(x,) existiert und lim f(x) = f(x,).

Ansonsten ist f unstetig.

Beispiele fiir unstetige Funktionen.

1

X

fx)=

P
fx)=4 fur x # 0, ebenfalls méchtig unstetig (aber ohne Bild!)
lfirx=0

Beispiel fiir eine stetige Funktion:

f(x)=x"-9:
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4.2 Ableitungen von Funktionen:

S2

S»>-S1
1 |
S_l_%' -t
| |
| |
t1 )
s,—s, As . .
v=-2—"1="—"=tana (Differenzenqutient)
L=t

Nun ist es das erkldrte Ziel der Differenzierung, die ungenaue Tangente in unserem
Bildchen bitteschon so nahe an die Stelle t; heranzubringen, da3 das A7 im Quotienten
gleich null wird, was ja nicht erlaubt ist, aber bedeutet, da3 man die Geschwindigkeit
(Steigung) direkt zum Zeitpunkt t; kennen wiirde.

Also schreiben wir:

[ SO =s(t)

, wobei £ ein beliebig kleiner Abstand zu ¢ sei.
=1, t — tO

Man schreibt aber auch:

t,+At)—s(t
lim 25 = lim sty )=s(h) _ds Differenzialqutient = der Ableitung von s an der
A—0 Af A0 At dt

Stelle #, oder einfach die Steigung der Tangente an der Stelle ¢y, bzw. die Steigung der
Funktion an dem Punkt (¢, s(#))

Def.: Eine Funktion f'heillt im Punkt x, differenzierbar:

1) wenn f'in x, differenzierbar ist und

2) lim LE AV =S o SO C0) ey AU )

Ax—0 Ax XX X=X, dx

_
dx

Yo Xo

existiert

f'(x,) heiit Ableitung der Funktion fan der Stelle xo. f'(x,) ist die Steigung der
Tangente von f durch x.
fheiBit in einem Intervall ]a, b[ differenzierbar, wenn f'in jedem Punkt im Intervall
la,p[ differenzierbar ist.
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Beispiel:
1.)
1,
f(x)=5x ;X€ER
0,5x% —0,5x, 0,5x* — x, 0,5
f'(xo)zlimM:Iim’(x—xo):lim ’(X;’x?)(x+x°):lim0,5(x—xo)
X—>Xg X — xo X—>Xg X — xo X—>Xg &/xo X—>Xg

=0,5x, +0,5x, = x,

= f'(x)=x

f(x)=x" ;neN,xeR
P = tim LS C0) X

X*)XO x —_ x() X*)XO x —_ x(]

. _ _ - )9
= hm(x” P xg X" X x + x) 1)

X=X,

_ n-1 n—1 n—1
=xg X ot xg

n—mal

_ n—1
=n-x,

*)Dieses Ergebnis entstammt der Polynomdivision (x” - X, )+ (x—x,), deren Ergebnis
aber jeder hier sehen und zum eigenen Vergniigen gerne wiederholen darf. Ich

schreibe sie hier jedenfalls nicht hin (so ein Vergniigen ist der Formel-Editor wirklich
nicht!!).
2))

() =+x
f'(x)zlimmzhm( x =0 Jx + /0 )

X X — X, x> (x — X, )(\/; + \/Z)

- lim (=%,)
= (x5 \Wx +/x, )

1
N

1

Ganz nebenbei bemerkt gilt auch hier schlicht die Regel fiir f(x) =x", da Jx=x?
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Ableitungsregeln:

Ableitungen einer Funktion mit einem konstanten Faktor:

Sei f(x,)in x, ableitbar (vorausgesetzt), dann gilt:
Satz: (a- f(x)) =a- f'(x)

Beweis:
(a- () = lim @S D=8SE) _ gy SO =S
X

X*)XO x —_ x() X*)XO x f—

a-f'(x)

0

Beispiel:
T

f(x)=n-x/§:>f’(x)=m

Ableitung einer Summe von Funktionen:

Sei f(x,)und g(x,)in x, ableitbar (wieder vorausgesetzt), dann gilt:
Satz:  (/(x,) +g(x,)) = /(%)) +&'(x,)

Beweis:

(F(x0) + g(xy)) = lim L@+ 8D =) + £(xy)

X=X,
o T~ ) + 20 g(x,)
XX, X=X,
o SO0 () ()
X=X, X=X, X=X X=X,
= f'(x,) + g'(x)

Beispiel.:
2 ' 3
h(x)=3vx+4x" => h'(x) =——=+8x

2x
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Ableitung eines Produktes:

Sei u(x,) und v(x,) in x, ableitbar, dann gilt:

Satz:

(u(xo) v(x, ))’ =u'(x,) - v(xy)+u(xy) v'(x,)

Beweis:

(u(x) - v(x))
im u(x+ Ax) - v(x + Ax) —u(x) - v(x)

Ax—0 Ax
_ lim u(x+ Ax) - v(x + Ax) —u(x) - v(x) + u(x + Ax) - v(x) —u(x + Ax) - v(x)
Ax—0 Ax
~ lim u(x+ Ax) - v(x + Ax) —u(x + Ax) - v(x) lim u(x+ Ax)-v(x) —u(x) - v(x)
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
~ lim u(x + Ax)- v(x + Ax) —u(x + Ax) - v(x) N limv(x)_u(x+Ax)—u(x)
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
=u(x)-v'(x)+u'(x) v(x)
allgemein:(u1 Uy U, ), = ull Uy U, U -uzl U, AUy U, -...-un’

z.B.

fﬁﬁiiﬁ:fm=ﬁ;ﬁ+ﬁax

f(x)=2x"x"-x*[=2x"]

= fl(x)=4x-x" -x* +2x73x> - x* +2x7 X7 -4x° =4x° +6x° +8x° =18x°

Beispiel.:

S(x)=0,2x" —=03x" =3,6x +1 gesucht sei x mit f'(x) =0

F1(x)=0,6x>-0,6x-3,6=0

S x’-x-6=0=x, :l_ l+6
A2 V4
jx1:l+§:3/\x2:l_§:_2
2 2 2 2

Um den Punkt zu ermitteln, schreibt man:

P =(3./B3)AP,=(-2,/(-2))
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Ableitung eines Qutienten:

Sei u(x,) und v(x,) in x, ableitbar, dann gilt:

!

Satz: [u(xo)j - u'(xo) V(X)) _u(xo) : V’(xo)
v(xy) (v(xo))2

Beweis:

u(x)
v(x)

!

u(x+Ax) — u(x) ~ .
i 20 v g bl Ax) - v(x) —v(x + Av) -u(x)
Ax—0 Ax Ax—0 Ax v(_x + A.X) . V(.X)

_ lim 1 [ux 4+ Ax) - v(x) = v(x + Ax) - u(x) + u(x)v(x) —u(x)v(x)
Ax>0 Ay v(x + Ax) - v(x)

_ lim (u(x +Ax) - v(x) —u(x)v(x)  u(x) v(x+Ax) - u(x)v(x)j
A0 Y(x + Ax) - v(x) Ax Ax

_ (v(i))z (' (x) - v(x) —u(x)-v'(x))
Kurz :
(Ej' Cuv—w'

v) P

Beispiel:

Vx 1 'XS_\/;'3XZ_ x’ 3x2\/;_ 1 3Jx

X ’ 24/x
X)=—]>= X)= = — = —
S x’ S x° 2x+/x x° 2x3Vx x*

X +5x-6 , _(2x+5)-(2x3—x2—x+7)—(x2+5x—6)-(6x2—2x—1)
f(X)_z 3—x2—x+7:>f(X)_ (2x3—x2—x+7)2

und nach dem AuBmultiplizieren und Zusammentfassen schlief8lich:

—2x* =20x +40x* +26x* +2x+29
x® —4x° =3x* +30x° —13x? —14x+14

, aber nagelt mich nicht d‘rauf fest!

f()€)=4
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Erweiterte Quotientenregel fiir Sonderfall:

!

[ ! j =7 (x) , welcher sich aus der allgemeinen Quotientenregel ableitet...

v(x) vZ(x)
Beispiel:
1 e R
W= = =2 e e

Die Kettenregel:

Sei f(x,) und g(x,)in x, ableitbar (wieder vorausgesetzt), dann gilt:

Satz: ( f (g(x0 ))) g'(x))- f ( (xy) ) [Innere mal duBBere Ableitung]

Beweis:

YOy S8/ 20 Jw) o
AHO Ax—0 Au Ax du  dx
—— ==

Guffere  innere

Beispiel:

Noch mal:

!

R (1 1) B 1 N S -
Py x2S = £ = B - )[;]

S0 = +2x =3 2 fu) 2 uo f(x)
fwy=u’ u(x)=x"+2x-3 f'(u)=3u2:£ u’(x):2x+2=ﬂ
du dx

:§_3u (2x+2)=3(x* +2x-3) (2x+2)
X
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Ableitungstablau:
Funktion Ableitung
x“ ax“" ; x>0,aeR
a’ Ina-a*; a>0,xeR
e’ Ine-e* =¢”
Inx L x>0
log, x L-log,e ;x>0
sin x CoS X
CcoS X —sinx
tan x L
Beispiele:
f(x)=sinx-cosx = f'(x) = cosx-cosx+sinx-(—sinx)=cos® x —sin’ x
1
f(x)=InBx* +5)= f'(x) = ——6x
3x"+5

Ableitung mit Hilfe der Umkehrfunktion

y = f(x) sei gegeben. f'(x) ist gesucht.
Sei g(y) = x die nach x umgeformte Funktion f'(x)
[Die Umformung muf} eindeutig sein]
Beispiel:
yv=f(x)=3x+7T<x= yT_7 = g(»), also die umgekehrte Funktion.

[Die Umkehrfunktion wire es erst nach der Vertauschung von y und x]

Die umgekehrte Funktion leiten wir nach y ab:

dg(y _ iy 8O+ A —8() _ Ax _ 1
dy o0 Ay a0 f(x+Ax) = f(x)  f(x)
’ _ 1 4 — 1
=EW= G ST
Beispiel:

a)
f)=Ax=yex=y"=g@)

=g'(y)=2y=

1
J'(x)

1 11
! = = = d = 4/
=/ 2 2y 2Jx ( Y x)
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b)
1
f@=x=y=Ax o x=y" =g()
=g'(y)=n-y"
_n-1 1n 1,
:>f'(x): 1 — 1_1: 1 _lzl'x n Zl-x”":l-x"
g'y) n-y L% n n n
n-lx"

c)

Ableiten nach Logarithmen:

zB. f(x)=x"; x>0
ln[f(x)] =lnx" =x-Inx
Regel:

] =L@

f(x)
f'0)=f@)-[n[f(x)]  (umgeformt)

(Kettenregel)

Beispiel:

a)

fx)=x"= f'(x)= f(x)-[In] f(x)]]' =x"-(x-Inx) =x"-(1+Inx)

b)
f(x):x("m) ; x>0

f'(x)= x(x2+2) -[ln[f(x)]]l _ x(x2+2) -((x2 " 2)_ lnx) _ x(x2+2) -[2)5 i+ ¥ + 2J

X
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Schreibweisen:
£
rw=-=<
£ =(@) = d;f

e =( (1) )

f(n) (x) = nte Ableitung = c(il {
X

Die erste Ableitung gibt eine Steigung, die zweite Ableitung die Anderung der Steigung.

Allgemein:

p(X)=a,x"+a, x"" ++ax+a,
p"(x)=a, -n(n—l)(n—2) ~~~~~ 3-2:-1=a, -n!
p(n+l) (x) — 0
i {n(n—l)(n—Z) ----- 3.2-1
Iflrn=0
Speilerei:

f(x)=sinx
f'(x) =cosx
f"(x)=—sinx

f"(x)=—-cosx

7 (x)=sinx

f®(x)= f"(x)=—cosx da83mod4=3
™ (x)= f(x)=sinx
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Aufgabe 1:
3 2 2 A
a) 1imwzhm(x 1) (43) i —sx=24
x—>-3 x+3 x—>-3 ()C + 3) x—>-3
_ x-=-1
b)  lim Nx-x_ lim ¥ )= lim(i—I] S5 to0
x—0 X x—0 X x—0 \/;
. 2x-5
c) lim — ©
x23 x — 3
2
d) 1imLM:_12_4.1_3:_8
x—1 x_2
3 2 2 _ _
o lim T i 2(4x .2,
W0 xT —x =0 x (x+1) 1
3 2 _
f) lim 3% 5 Ox” +5x 217 = -1, da die hochsten Exponenten am schnellsten wachsen.
x=>=0 —3x° +120.000x" —1
Aufgabe 2:
a) f(x)=—4x+‘4—x2‘+11
B —4x+4-x*+11; -2<x<2
—4x+x’—4+11; x<-2vx>2
X’ —4x+15 5 —2<x<2
x*—4x+7 ;o x<-2vx>2
f(2)=3
lim f(x)= lim (x* —4x+7)=3
x—2+0 x—2+0 .
I i (o 4y 1) 3] 2/ 9073
x~1>1;r—10 f(X) B x~1>12130 SR B
f(=2) ist analog
Ax+[2—4x+1 L 1 _ ,
b) f(x)= 1 . Die Funktion ist fiir x = 5 gar nicht definiert, daher auch

2
niemals stetig.

Daniel Becker ~Fhwi82be



45 CA\WINDOWS\TEMP\maoert.doc

c) Nun eine kleiner Anderung, damit wir das Loch in der Funktion mit einem
selbstgebastelten Funktionswert stopfen konnten. Dieser Wert wére der Grenzwert an

der Stelle x = %

[2-44 4x|
J(x) =
2
2—4x 1
;X< —
i )= |2 4x] I 2
im f(x) = lim——-=lim
oy x—4 g dx—2 1
JX>—
x—7 2
4x -2
r1—1>n30 Jx)= xl_1)rr+10 x—1 =% Der Grenzwert wird hier mit Hilfe der
5 —dy Polynomdivision ermittelt

hm f(x)— lim
xe -0 x—%

=4

3a)

f(x)= sin(3x2 + \/tanix3 ))

1 1
f(x)= cos(?vc2 + \/tani)f )) 6x + . (352
2 /tan(x*) COSZ(X3) ( )

b)

f(x) = i

In’(6x+2)
[3x? 1n?(6x + 2)]—[()& —5)-121“(6“2)}
f£(x) = 6x+2
In*(6x +2)
NR :
' 1 12-In(6x +2)
In(6x+2))* | =2-In(6x+2)- 6=

16+ 2] =210 2) L6 - 12O
9)

Da kein x drin ist, ist das Ganze als Konstante zu definieren. Daher ist f'(x) =0
d)

2
f(x)= (a2 +b2)-ex3 + ln(w]
x" —4x

3 x® —4x x2+7x-5
+— .
x“+7x-5

f'(x)= 3x2(a2 +b2)-e"

3
x  —4x

=3x2(a2+b2)-e)‘3+ 2x3—4x .(2x+7)(x3—4x)—3(x2+7x—5x3x2—4)
x“+T7x-5 X" —4x
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e)
5 -1
J(x) = ) 5-(Inx)
f'(x)=—5-(lnx)72 = 52
X x-In” x
f)
x-lnx
S = sin(2 )
F(x) = (x.§+ lnx).sin(?)i)—xlnx.p_.cos(zx)
sin (2x)
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Bestimmung von Extrema

a) Der Punkt ( xy, xiy ) heift relatives Maximum von f'(x), wenn es eine € - Umgebung
U(e, xn) gibt, in der fiir alle x aus U(g, xp) gilt, 1 (x) < f (xp).

b) Der Punkt ( xt, y1 ) heiB3t relatives Minimum von f'(x), wenn es eine € - Umgebung
Ul(e, xt) gibt, in der fiir alle x aus U(g, x7) gilt, f(x) = f(xt).

Wenn in x, gilt, dal f'ein Extremum (relatives Maximum oder relatives Minimum) hat
und f'in einer Umgebung von x, differenzierbar ist, so ist f'(x,) = 0 (notwendige

Bedingung.).
Wenn f'(x) an der Stelle x, zweimal differenzierbar ist mit f'(x,) = 0 und

f"(x)<0 ( f"(x) >’0), dann hat fan der Stelle x, ein relatives Maximum (relatives
Minimum) (hinreichende Bedingung)

Beispiele:

1)

2)

p(x)=x*-2x" +3x* -5
p'(x)=4x> —6x° +6x
p'(x)=12x> -12x+6

p'(x)=0
=4x* —6x* +6x=0
S x,=0vax’—6x+6=0

= =va2—%x+%=0

< x =0vx, = % + L —% Waurzel ist nicht definiert

16
= x, = 0 ist einzige Nullstelle

p"(x) = 6 = an der Stelle x = 0 ist ein Minimum (P ( 0; -5))

f(x)= sinl

f'(x)=cos l

f"(x)=| —sin l (—Lj -(—Lj+ cosl~[2-ij :—Lsinl+i-cosl
x U ox? x? x x? x*ox X x

f’(x):0:(—%}003120@(—%}:Ovcoslzo
X

=
/ﬁ\
N|~
~

X

1 . . .
Da (— —Zj niemals gleich null werden kann, ist nur der cos zu testen.
X
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cosl:Oﬁirl: iﬁ;i3—n;i5—n;....
X X 2 2 2

=(2n-1)- =3,-2,-1,0,1,2,3...

an

ORI

=X = {ﬁ sn= ...,—3,—2,—1, 0, 1, 2, 3}
n—1)-m

Dort mogen also Extrema sein. (Wer’s nicht glaubt, der sollte den Graphen befragen...)

Nun miissen wir noch die notwendige Bedingung abtesten, wobei wir nur das
Vorzeichen abtesten wollen.

Y _2 #0 {% . cosl =0 fiir alle n}
(2n-1)-n x x

:—%~sinw<0furn:il,i3,i5,i7,...
X

:>_%,Sin(zn;l)n>Ofﬁrn:iz,i4,i6,i8,...
X

Bestimmung von Wendepunkten:

Def.: In einem Wendepunkt ist die Steigung der Funktion ein rel. Maximum (rel. Minimum)
=> In der ersten Ableitung dieser Funktion stellen sie daher ein rel. Extremum dar.
Wenn eine Funktion f'an der Stelle x,, dreimal differenzierbar ist, mit
f"(x,)=0und f"(x,) # 0, dann hat f'in x,, einen Wendepunkt.

Beispiel:
)
F=5
X
roon e*x?—2e*x 3 exx(x—2) 3 ex(x—2)
= [ =SSR ena2) el
= f7(x) = (ex +ex(x—2))~x3 —e"(x—Z)-3x2 B (ex +ex(x—2))-x—ex(x—2)-3
x® B x4
e+ (x-2)-x-(Bx-6)] ex[x+x2 —2x—3x—6]_ e)‘[x2 —4x—6]
= o = i = =
f'(x)=0

dae*nienull = x> -4x—-6=0 < X, = 2 + /4 — 6 nicht 16sbar => keine Wendepunkte.
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2)
f(xX)=x"—2x"—x+2
f'(x)=3x" —4x-1

f'(x)=6x-4
fw(x):6
f"(x)=0:>6x—4=O:x:%:§

Da f"(x)=6 immer grofer null liegt auf jeden Fall ein Wendepunkt vor.

Bestimme die Gerade durch den Wendepunkt:

f(x):%x3 —2x% +3x-1

f'(x)=x>—4x+3
f"(x)=2x-4
f"(x)=2>0

f"x)=0=2x-4=0=>x=2
f@) == f@=-1

An dem Punkt P(Z; - %) liegt ein Wendepunkt mit der Steigung —1

Daraus resultiert die Geradengleichung:

g(x)=ax+b mita:—l/\P(Z;—éj
1 5 5
3 3 g(x) 3

Extremwertprobleme:

Eine Zielfunktion ist zu optimieren (also zu minimieren oder zu maximieren). Dabei
sind bestimmte Nebenbedingungen einzuhalten

Beispiel:
Eine Literdose soll Zylinderform haben und genau einen Liter aufnehmen konnen.

Die Oberflache soll minimal sein.

Umfang des
Deckels

Zielfunktion: f(h,r)= 2w + 20 -h=Min

beide Deckel Mantel
. 3 3 ) 1000
Nebenbedingung: 1/ =1dm” =1000 cm” =nr” -h < h=—
o
= f(r)=2mnr’ +2mr- 1000 =2mr’ + 2000
nr r
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Das muf3 nun zwecks Extremwertbestimmung abgeleitet werden:

:»Zl:f'(r):mr—ﬂ?():o:»4nr=2ooo
r r

=>r= 31/2000 ~ 5,42 cm
4n

1000
=>h=
5,427

f"(r):47t+¥-2>0 Vr>0

~10,82

Die Hiinerhof-Aufgabe:

Ein Bauer legt hinter seinem 300m langem Schweinestall einen rechteckigen Hiinerhof
an. Er hat dazu einen Zaun von 100m Linge zur Verfligung. Die Flache soll maximal
sein.

Zielfunktion: a-b = f(a,b)=max
Nebenbed.: 2a+b=100= b=100-2a (Die zweite b-Seite ist die Riickseite des
Schweinestalles!! Das ist hier der Witz.)

= f(a) = a(100 - 2a) =100a - 24’
f'(@)=4a—-100=a=25vb=100-2-25=50

F =25-50=1250m"
Bei einem Rechteck ist das die Losung. Ein Halbkreis wire noch glinstiger:

E:rn:100:>r=@z31,83
2 T
2 100 )2
Ezr_.n:(“) -t~1592m’
2 2 2
Beispiel:

Bei einer Streichholzschachtel ist die Lange / = 5 cm und das Fassungsvermdgen
V=26 cm’. Wie muB die Linge der anderen beiden Kanten sein, wenn der
Materialverbrauch optimal sein soll?

Zielfunktion: f(a,b)=2ab+2-5-b+2-5-a=2ab+10b+10a

Nebenbed.: 26cm’® =a-b-5= % =a

:>f(b)=2+@+10b=2+2+10b
5 5b 5 b
f’(b):—Z—f+10:0:>b:«/5,2:2,28cm:>a:5 26 8:2,28

5
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Beispiel einer Optimierungsaufeabe ohne Nebenbedingung:

Zur Bestimmung eines Wertes x liegen n MeBwerte x; bis x,, vor. Fiir welchen Wert x
wird die Summe der Quadrate der Fehler minimal?

f(x):(x—xl)2 +(x—x2)2 +(x—x3)2 +...+(x—xn)2 = (x—xl.)2

n

f0=Y2(x-x)=2-3 (r-x)
S'(x)=0
:2-Zn:(x—xi)20<:>2(x—xi)=0

<:>n-x—()c1 +x, + X, +...+xn):O

@nxzixizo
nl
2%
o x=-
n

Was das harmonische Mittel darstellt.
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